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• 本講義のめざすところ（物理を専門としない学生の為の物理）

– 文字で説明された物理現象を図にする

– 図から方程式（主に運動方程式）を立てる

– （方程式を解く：ここはそれほど重視しない。試験でも。）

– 得られた式に含まれる変数への依存を考慮する。グラフは良い手段。

– 得られた解に現実的な数値を入れて計算する

を通じて、物理「使えるじゃん」 と思ってもらう。

• 本講義ノート 特に「まとめ地図」を見ながら
「上から目線」で物理を見てやってください。

• ♠マークは授業では扱いません。発展内容として自宅学習等に役立て
てください。



• 改訂log

– 20131003 初稿

– 20131017 第4講まで改訂

– 20131024 第5講まで改訂

– 20131114 第6講まで改訂

– 20131121 図2.3.3 修正

– 20131122 図2.3.3 例題7-1修正

– 20131211 図2.3.3 例題7-1修正
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・高校物理の復習（補足参照）

・次元

– 一般の物理量は基本単位（質量M 長さL 時間T）のべきを用いて表わされる。
A=L[L]M[M]T[T]

– このべきを次元と呼ぶ。

次元テーブル

[M]=0     -3 -2 -1 [L]=0 1 2 3

2

1

[T]=0 x S V

-1 ω γ v

-2 a

[M]=1     -3 -2 -1 [L]=0 1 2 3

2

1

[T]=0 ρ（密度） σ（線密度）

-1 運動量

-2 応力
ヤング率

k(ばね定数) 力 エネルギー

*
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<<第1講>>

図1.1.1参照

第１章 振動と波動

1.1 単振動と減衰振動

1.1.1 単振動

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.4)

ωt の次元が [rad]

(1.1.3)

(1.1.5)

2𝜋 = 𝜔𝑇 (1.1.6)

周期T[s]とωの間には(1.1.6)の関係がある。
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「ダンパー」、「ショックアブソーバー」など。
速度に比例する「運動を止める力」が働く。

（1.1.19）式を味わう：（1.1.5）式との比較やγ
の次元を解析してみる。 など

1.1.2 減衰振動

(1.1.12)

(1.1.13)

𝑥 = 𝑒−𝛾𝑡/2𝑚(𝐴cos 𝜔𝑡 + 𝐵sin𝜛𝑡)

= 𝐶𝑒−𝛾𝑡/2𝑚cos(𝜔𝑡 + 𝜙0 )

= 𝐷𝑒−𝛾𝑡/2𝑚sin(𝜔𝑡 + 𝜓0 )

単振動について、速度に比例する力−𝛾  𝑥が働く場合を考える。運動方程式は

単振動の時と同様に(1.1.10)とおく。

𝑥 = 𝑒𝛼𝑡

(1,1.9)と(1.1.10)から

αに関する2次方程式(1.1.11)の判別式が負の時、すなわち

の時減衰振動となる。αおよびωは(1.1.13) (1.1.14)として表される。

独立な解は(1.1.15)(1.1.16)、一般な解は(1.1.17)～ (1.1.19)として表される。

(1.1.9)

(1.1.10)

(1.1.11)

(1.1.12)

(1.1.13)

(1.1.14)

(1.1.15)

(1.1.16)

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)

𝑚  𝑥 = −𝛾  𝑥 − 𝑘𝑥

(𝛼2 + 𝛾𝛼/𝑚 + 𝑘/𝑚)𝑥 = 0

𝐷 = (𝛾/𝑚)2−4k/𝑚 < 0

𝛼 =
−𝛾/m ± 𝑖 −𝐷

2
= −𝛾/2𝑚 ± 𝑖𝜔

𝑥1 𝑡 = 𝑒−
𝛾𝑡
2𝑚cos 𝜔𝑡 + 𝜙0

𝑥2 𝑡 = 𝑒−
𝛾𝑡
2𝑚sin 𝜔𝑡 + 𝜓0

𝜔 =
−𝐷

2
=

𝑘

𝑚
− (𝛾/2𝑚)2
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x

t

t

x

青）減衰振動（1.14）式
C=1 ω=1 γ/m=0.1

緑は指数関数部分のみ

青）減衰振動（1.14）式
C=1 ω=1 γ/m=1.0

緑は指数関数部分のみ

絵を描くポイント。
まず、緑線を(0,1)から開始。
指数部分が-1
(この場合はt=20)になる時に
1/e(=0．37)を通る様に描く。
それに包絡される様に青を書く。

図1.1.4 減衰振動の時間変化

x

単振動 減衰振動

図1.1.3 単振動と減衰振動のモデル
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t

x

単振動 1.6式
C=1 ω=1

*

図1.1.2 単振動のパラメータ

x
図1.1.1 単振動のモデル

周期 T=2π/ω

振幅

位相 Φ

O



例題1-2 水中から撮影した写真で、空気中の様子が見えていない時、見上げる角度の範囲を推定せよ。 （1.1.2章）

（解答例）図1.1.4の様な状況を考える。 屈折の式
sin𝜃1

si𝑛𝜃2
=

𝑛2

𝑛1
で θ1=π//2 となる時大きいθ2をとると、屈折は不可能

となり、水中からの撮影で空気中の様子は見えない。

sin𝜃2 >
𝑛1

𝑛2
sin

𝜋

2
= 0.75 よって θ2>49度 (臨界角)
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θ1

θ2

図1.1.4 屈折の図

屈折率 n1 =1.00

屈折率 n2 =1.33

例題1-1 堅めのばねと柔らかめのばねに適当なおもりをぶら下げた時の振動周期を求めよ。（1.1.1章）

（解答例）10cm伸ばすのに 10kg 必要なら堅く、100gですめばやわらかい、と考えよう。それぞれに100g、1kg,10kg

のおもりをぶら下げた時の振動数を考えることにする。
まず、それぞれのばねのばね定数𝑘𝑖を考えると、仮定したおもりの質量𝑚𝑖を用いて

ki=mig/x とあらわされる。
ここで(1.1.1)を使った。ただし、gは重力定数、 x=0.1mは伸びの大きさを表す。

(1.2.1)より𝜔 =
𝑘

𝑀𝑗
=

𝑚𝑖𝑔

𝑀𝑗𝑥

実際に数値を代入する。 例として、𝑔 = 9.8 m s−2, 𝑥 = 0.1ｍ 𝑚𝑖 = 0.1kg,𝑀j = 0.1kg

を代入すると𝜔 = 98[𝑠−1]=10[𝑠−1] T=2π/ω より T= 0.6 秒くらいになる。
同様にして、他のおもりについても計算した結果を表1.1.1に示す。

おもり
M=100g

おもり
M=1kg

おもり
M= 10kg

堅いばね
(m=10kg,x=10cm)

0.06秒 0.2秒 0.6秒

やわらいばね
(m=100g,x=10cm)

0.6秒 2秒 6秒

表1.1.1 振動の周期

<<第１講終わり>>



物理学C2 講義メモ 9

例題1-4 振り子の運動を論ぜよ。

（解答例） 振れ角がθの時の運動方程式を考える。
運動の加速度𝑎 = 𝑙  𝜃

糸に垂直向きに働く力 𝑚𝑔sin𝜃~𝑚𝑔𝜃 (𝜃 ≪ 1より)
より 𝑚𝑙  𝜃 = −𝑚𝑔𝜃  𝜃 = −(𝑔/𝑙)sin𝜃

(1.1.1)式と見比べると𝜔 = 𝑔/𝑙 を得る。

したがって、周期T =
1

2𝜋
𝑙/g の単振動を行う。 周期は𝑚によらない！

（発展） 上記結果を使って
http://www.youtube.com/watch?v=yVkdfJ9PkRQ&feature=player_embedded

を考えてみよう
60秒のあだに51周期(T=50/51秒)～65周期(T=60/65秒)まで
一周期刻みで15個の振り子 を準備することで上記の運動を得られる。
周期1秒の振り子の長さは

T = 1 =
1

2𝜋
𝑙/g より 𝑙 = (

1

2𝜋
)2𝑔 = 0.24 m となる。

ちなみに周期59/60秒では、0.23m となる。

θ l

mg sinθ

mg
mg cosθ
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cosの項の山から山まではπ （ =(ω1-ω2) t0 /2) ここでうなりの周期をt0とした。
うなりの回数（＝1/t0 としてあらわされるので） (1.50)を得る。

一般的に振動の合成を考える。

加法定理

1.2振動の合成とうなり

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.4)

(1.2.4)

(1.2.5)

(1.2.6)

(1.2.7)

(1.2.8)

(1.2.9)

(1.2.10)

＊

<<第2講>>



• うならせてみよう

– 440Hzと441Hzはどう唸るか
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音の周波数（理科年表）
C 261.63 Hz

C# 277.18 Hz

D 293.66 Hz

D# 311.13 Hz

E 329.63 Hz

F 349.23 Hz

F# 369.99Hz

G 392.00Hz

G# 415.30 Hz

A 440.00 Hz

A# 466.16 Hz

H 493.88 Hz

C 523.25 Hz

図1.2.1 wavegene 実行画面

図1.2.3 440Hzと441Hzの唸り
（拡大図）

図1.2.2 440Hzと441Hzの唸り
（長い目で見ると）

0.002秒
=440.5Hz
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x1 x2

振動数の大きい方をω 2 小さい方をω 1とおいた。

図1.3.1 連成振動のモデル

1.3連成振動 (授業では省略)

(1.3.1)

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)

(1.3.7)

(1.3.8)

(1.3.9)

(1.3.10)

♠
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最後の部分は加法定理(0.2.2~0.2.5)を使った。

(1.3.11)

(1.3.12)

(1.3.13) 

(1.3.14)

(1.3.15)

(1.3.16)

(1.3.17)

(1.3.18)

結果の式を見ても何も面白くない。
次ページの絵を参照。
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図1.3.2 連成振動
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vs vo

1.4 波の諸性質
1.4.1 ドップラー効果

図1.4.1 ドップラー効果

(1.4.1)

(1.4.2)

(1.4.3)

(1.4.4)

(1.4.5)
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v1

v2

θ1

θ2

θ1

θ2

1.4.2 ホイヘンスの原理

反射

屈折

回折

図1.1.3 ホイヘンスの原理と屈折の法則

屈折率（理科年表）
空気 1.00

水 1.33

ガラス 1.45

(1.1.8)

屈折率 n1

屈折率 n2

媒質1(波の速さv1=c/n1 n1は「屈折率」)から媒質2(波の速さ
v2=c/n2)への入射を考える。 図の赤線部を考えることで、入射角
θ1、屈折角θ2の間に(1.14)式が成り立つ。n1>n2の時、媒質2に侵
入不能なθ1がある。

𝜃1（入射角）=𝜃’1 （反射角） (1.1.7)

sin 𝜃1

sin 𝜃2
=
𝑣1

𝑣2
=
𝑛2

𝑛1
(1.1.8)
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例題2-1 441Hzの音と440Hzの音を同時にならすとどういった現象が起こるか（1.2章）

（解答例） 440.5Hzの音が周期1秒で唸るのが聞こえる。

例題2-2 救急車の音を定量的に説明せよ。（1.4章）

(解答例) サイレンの周波数をf、速度をvとすると、聞こえる音の周波数は

𝜈′ =
𝑣

𝑣−𝑣𝑠
𝜈

音速v=340m/s 救急車の時速±40km/h(=40×1000/3600=11)を代入すると、

正号、つまり近づいてくる時 𝜈’ = 1.03𝜈

負号、つまり遠ざかる時 𝜈’ = 0.96𝜈
サイレンの周波数960Hzをとすると、近づいてくるとき989Hz 遠ざかる時920Hz となる。
3%程度の違いは半音程度の差があることになる。

例題2-3 プラチナバンドについて論ぜよ。 (1.4章)

（解答例） プラチナバンドは周波数700～900MHｚ。通常の携帯電話の周波数帯域は2GHz前後。
光速c=3×108m/s とc=λν の関係より
プラチナバンドの波長λ=3×108m/s / 900MHｚ = 33cm 通常は15㎝
ここで幅Wのスリットを通す(図1.1.5)。ことを考える。まっすぐ（θ=0）は当然強い。
中心と端を通る光が回折して弱めあう条件を考える。
光路差= sinθ W/2 =λ/2 の時に弱めあう。
sinθ=λ/W が大きいほど「回折しやすい」
プラチナバンドは回折が起こりやすく、 「回り込んで届く」。

<<第2講終わり>>

W
θ

図1.1.5 回折の図
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x

x

ｆ(x)

vt

ｆ(x-vt)

xが入るのが振動との違い

ωの定義（1.1.6）で既出

<<第3講>>

図1.5.1 波動のイメージ

(1.5.1)

(1.5.2)

(1.5.3)

(1.5.4)

(1.5.5)

(1.5.6)

(1.5.7)
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(1.6.1)

(1.6.2)

(1.6.3)

(1.6.4)

(1.6.5)

(1.6.6)

(1.6.7)

(1.6.8)

(1.6.9)

(1.6.10)

(1.6.11)

偏微分方程式を満たす関数は波の重ねあわせであることを示す。
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(1.6.12)

(1.6.13)

(1.6.14)

(1.6.15)

(1.7.1)

(1.7.2)
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＊

(1.7.3)

(1.7.4)

1.8 2次元と3次元の波動
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(1.8.1)

(1.8.2)

(1.8.3)

(1.8.4)

(1.8.5)

(1.8.6)

(1.8.5)

(1.8.6)

(1.8.7)

(1.8.8)

(1.8.9)

微分の定義より
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θ

u u+Δu

T

T拡大

x

x x+Δx

図1.8.1 横波のモデル



例題3-1 (1.8章)

ギターに弦を張るのに必要な張力を求めよ。必要な物理量は適当に与えること。

（解答例）

- 弦： 長さL=50cm 直径d=0.5mm 材質：鉄（密度𝜌 = 7.8g/cm3）を仮定する。

– 音：260Hz（大体C） を出す為の 張力を考える

物理学C2 講義メモ 24

L

λ

1.8.9式より 𝜆𝜈 = 𝑣 = T/𝜎

よって T = σ(𝜆𝜈)2

もっとも単純な振動は上記の様にL = 𝜆/2
なので、 T = σ(2L𝜈)2

数値を代入するために、単位をm, kg, s にそろえる。
𝜎 = 𝜋(𝑑/2)2𝜌 = 𝜋(0.25 × 10−3)2× 7.8 × 103 kg/m = 𝜋 × 0.48 × 10−3kg/m
𝐿 = 0.5m

𝜈 = 260 s−1

上記を代入すると T=100 kg m/s^2 程度になる。

λ=２L 

図1.8.2 弦の振動のモデル

<<第3講終わり>>
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<<第4講>>

(1+x)α～1+αx を使った。
（x<<1の時）

位置エネルギー：Fx

cos2θを0から2πまで積分するとπを使う

cos2θの積分値とsin2θの積分値が等しいから、、、

(1.9.1)

(1.9.2)

(1.9.3)

(1.9.4)

(1.9.5)

(1.9.6)

(1.9.7)

 𝑈 =  𝑈𝐾 +  𝑈 𝑃＝
1

2
𝜎𝑎2𝜔2

𝑈 P =
𝑇𝛿𝑙

𝑙0
=

𝛿𝑙 は
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(1.10.1)

(1.10.2)

(1.10.3)

(1.10.4)

(1.10.5)

(1.10.6)

(1.10.7)

(1.10.8)

(1.10.9)

(1.10.10)

(1.10.11)
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(1.10.12)

(1.10.13)

(1.10.14)

（1.10.15）

(1.10.16)

(1.10.17)

(1.10.18)

(1.10.19)

(1.10.20)

(1.10.21)

(1.10.22)
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節間隔は λ/2

(1.10.22)

(1.10.23)

(1.10.23)

(1.11.1)

(1.11.2)

(1.11.3)

(1.11.4)

(1.11.5)

(1.11.6)

(1.11.7)

2𝜋

𝜆
𝑥 −

𝜆(𝜙1 − 𝜙2)

4𝜋
=
𝜋

2
(2𝑛 + 1)

𝑥 −
𝜆 𝜙1 − 𝜙2

4𝜋
=
𝜆

4
(2𝑛 + 1)
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(1.11.8)

(1.11.9)

(1.11.10)

(1.11.11)

(1.11.12)

(1.11.13)

(1.11.14)

(1.11.16)

このように、ある振動系に対して定在波の立つ条件を共鳴条件という。共鳴現象
はあらゆる振動系に共通な物理現象である。
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(1.11.20)

(1.11.21)

(1.11.22)

(1.11.22)

(1.11.23)

(1.11.24)

(1.11.25)

(1.11.26)

(1.11.17)

(1.11.18)

(1.11.19)

群速度♠



例題4-1
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<<第4講終わり>>



• 振動と波動 まとめ地図
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波動の式（正弦波の例）

波動方程式

単振動

xを固定

𝑥 𝑡 = 𝐶cos(𝜔𝑡 + 𝜙0 ) （1.1.5）

縦波、横波
モデル計算

（1.8.9）

運動方程式 𝑚  𝑥 = −𝑘𝑥 (1.1.1)

m

k


（1.5.3）

𝑚  𝑥 = −𝛾  𝑥 − 𝑘𝑥 (1.1.9)

減衰振動

𝑥 𝑡 = 𝐶𝑒−𝛾𝑡/2𝑚cos(𝜔𝑡 + 𝜙0 ) （1.1.18）

抵抗力γvを考慮
できて欲しいこと

式を立てる

式を立てる

グラフを描く

グラフを描く 振動の合成

x(t)=a sin(ωt+Φ) （1.45）ω1=ω2=ωのとき

ω1～ω2のとき













 








22
sin)

22
cos(2 21212121

 ttax （1.2.8）

うなりの回数

（1.2.8）式を見て「うなり」を説明、(1.2.10)式を導出

T,σ ρ E に具体的な数値を入れてｖの計算

（1.9.7）波の速度

波のエネルギー

運動エネルギー
＋位置エネルギー

次元計算

数値計算

（1.11.3）u

入射波＋反射波

定在波

この式が「定在」であることの説明、節間隔の計算

波動方程式
を見たときに速度を
書ける

（1.2.1）
(1.2.2)

(1.2.4)

（1.2.5）

（1.2.10）

（1.7.1）
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<<第5講>>

（教科書68ページ～）

F
F

S

θ

f

応力：連続物体内の1つの面の両側の部分
が作用しあう単位面積当たりの力

引きあう法線応力：張力
押し合う法線応力：圧力

図2.1.1 応力の概念

第２章 連続体の力学

2.1 固体と変形
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（教科書70ページ～）

f

Δℓ/ℓ A

A

B

C

C

B

0

2.1.2応力歪み曲線

物質 ヤング率
[N・m-2]

ポアソン比 密度
[g/cm-3]

鋼鉄 20×1010 0.3 7.5-8.0

アルミニウム 7×1010 0.35 2.7

ガラス 7×1010 0.22 2.2-3.6

ゴム 5×106 0.5 0.9-1.0

表2.1.1：さまざまな物質の物性（理科年表）

図2.1.2 応力ひずみ曲線
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（教科書71ページ～）

ヤング率・ポアソン比

F
F

S

それぞれの定数の次元を考えてみよう。

ℓ Δℓ v

Δv

p

p+Δp

体積弾性率

b

Δb

剛性率

F

F

S

b

Φ Δa

実験で簡単に求められるのがEとσなので、
2.23 と 2.24 が実用的。

E[Nm-2] σ
アルミニウム 7×1010 0.35
ガラス 7×1010 0.22
ゴム 5×106 0.5

ものすごく乱暴な言い
方をすると
ヤング率：堅さ
ポアソン比：粘り

図2.2.1 応力の定義
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ここでのFは新たに増えた分の力

Δℓ/ℓの二次以上を無視

A

B
C

D

f

f

2.4式 →

tanの加法定理

2.20式より
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<<第5講終わり>>

例題5-1 バンジージャンプを物理的に考えよ。

命綱を直径 𝑑 = 0.1m 、長さ𝑙 = 10m のゴム（ヤング率𝐸 = 5 × 106N ∙ m−2 ）

飛び降りる人間の体重を𝑚 [kg]とする

伸びを∆𝑙と すると、ヤング率の定義より、
∆𝑙

𝑙
𝐸 =

𝐹

𝑆
となる。ここで、 𝐹はかかる力、 𝑆はばねの断面積。

ばね定数𝑘の定義は、 𝑘∆𝑙 = 𝐹 なので𝑘 =
𝐹

∆𝑙
=

𝑆𝐸

𝑙
=

𝜋0.052×5×106

10
= 4 × 103[N/m]

この命綱に普通にぶら下がると ∆𝑙 =
𝐹

𝑘
=

𝑚𝑔

𝑘
=

60×9.8

4×103
= 0.15[m] 程度の伸び。

バンジージャンプでは、位置エネルギーが全てばねのエネルギーとなると考えることができて、

𝑚𝑔𝑙 =
1

2
𝑘∆𝑙2となる。

∆𝑙 =
2𝑚𝑔𝑙

𝑘
=

2×60×9.8×10

4×103
= 3.0 = 1.7 m 程度伸びる。
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2.3 弾性変形（たわみ、ねじれ） 教科書（73ページ～）

2.3.1 剛体の力学

静止している剛体では、次のつり合いの式が成り立つ。

 𝑭𝒊 = 𝟎 (2.3.1)

 𝑵𝒊 = 𝟎 (2.3.2)

𝑭𝒊：ベクトルとしての力 𝑵𝒊：任意の一点の周りのモーメント （=ri×Fi）
弾性体の変形は(2.3.2)式を元にして議論することが多い。

<<第６講>>

θ

 𝑎

𝑏

 𝑎 × 𝑏
𝒂 × 𝒃 = 𝒂 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝜽

図2.3.1 外積の定義



2.3.2 たわみ

ヤング率Eの一様な棒を曲げた時のたわみを考える。

棒が伸びる部分と縮む部分ができ、その間に伸縮しない中立層（曲率半径R）がある。
中立層からの距離をzとする。
zでの伸び∆𝒍は

∆𝒍 = 𝑹 + 𝒛 𝒅𝜽 − 𝑹𝒅𝜽 = 𝒛𝒅𝜽 (2.3.3)

zにおける応力は

𝒇 = 𝑬
∆𝒍

𝒍
= 𝑬

𝒛𝒅𝜽

𝑹𝒅𝜽
= 𝑬

𝒛

𝑹
(2.3.4)

断面におけるモーメントの定義

曲げモーメント𝑴 𝑴 =  𝒇𝒛𝒅𝑺 =
𝑬

𝑹
 𝒛𝟐𝒅𝑺 =

𝑬

𝑹
𝑰 (2.3.5)

ここで、断面2次モーメント 𝑰 ≡  𝒛𝟐𝒅𝑺 を使った。 (2.3.6)

図2.3.3で回転モーメントの和が0になることを考える。
時計回りを正にとると、
左側(重心を含む方)では

𝑭

𝟐

𝒍

𝟐
+ 𝒙 − 𝒙𝑭 −𝑴 = 0 (2.3.7)

右側（重心を含まない方）では、

𝑴−
𝑭

𝟐
(
𝒍

𝟐
− 𝒙) = 𝟎 (2.3.8)

いずれからも 𝑴 =
𝑭

𝟐
(
𝒍

𝟐
− 𝒙) (2.3.9)

を得る。
応力によるモーメント(2.3.5)が(2.3.9)式のモーメントなので

𝑴 =
𝑬

𝑹
𝑰 =

𝑭

𝟐
(
𝒍

𝟐
− 𝒙) (2.3.10)

を得る。
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応力が単位面積当たりの力
なので、dSをかける。

断面では上下逆向きの力が働いている
ので、回転「モーメント」が働く。
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(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.9)

(2.3.11)

(2.3.12)

(2.3.13)

(2.3.14)

以下、形状依存
〇 角棒
長さ 𝒍、質量𝒎、断面が長方形(𝒂 × 𝒃)の棒

断面2次モーメント𝑰は

𝑰 =  
−𝒂/𝟐

𝒂/𝟐
𝒛𝟐𝒃𝒅𝒛 =

𝟏

𝟏𝟐
𝒂𝟑𝒃 (2.3.7)

曲げモーメント𝑴は

𝑴 =
𝑬

𝑹

𝒂𝟑𝒃

𝟏𝟐
(2.3.8)

棒の中心からの距離𝒙での力のモーメントの釣り合いは

𝑬

𝑹(𝒙)

𝒂𝟑𝒃

𝟏𝟐
=

𝒎𝒈

𝟐
(
𝒍

𝟐
− 𝒙) (2.3.9)

曲率半径𝑹(𝒙)について以下を得る。

𝟏

𝑹(𝒙)
=

𝟔𝒎𝒈

𝑬𝒂𝟑𝒃
(
𝒍

𝟐
− 𝒙) (2.3.10)

曲線の方程式に𝒙 = 𝟎を代入して、(2.3.15)を得る。

𝒇 𝟎 = −
𝒎𝒈𝒍𝟑

𝟒𝒂𝟑𝒃𝑬
(2.3.15)

♠
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角棒の時と同様にして

𝐈 =
𝝅𝒓𝟒

𝟒
(2.3.16)

𝑴 =
𝑬

𝑹

𝝅𝒓𝟒

𝟒
(2.3.17)

𝒇 𝟎 = −
𝒎𝒈𝒍𝟑

𝟏𝟔𝝅𝒓𝟒𝑬
(2.3.18）

〇丸棒
長さ 𝒍、質量𝒎、断面が円(半径𝒓)の棒を両端で支持した時の中央の落ち込みを

考える。

(2.3.16)の導出

𝐈 = 𝟐 
𝟎

𝒓
𝒛𝟐 𝒓𝟐 − 𝒛𝟐𝒅𝒛

（ここで 𝒛 = 𝒓sin𝜽 (
𝒅𝒛

𝒅𝜽
= 𝒓cos𝜽, 𝒛 𝟎 → 𝒓 𝜽 𝟎 →

𝝅

𝟐
) とすると）

=𝟐 
𝟎

𝝅/𝟐
𝒓𝟐sin𝟐𝜽𝒓cos𝜽𝒓cos𝜽𝒅𝜽

= 𝟐𝒓𝟒  
𝟎

𝝅/𝟐
sin𝟐𝜽cos𝟐𝜽𝒅𝜽

= 𝟐𝒓𝟒  
𝟎

𝝅/𝟐 𝟏

𝟐
sin𝟐𝟐𝜽𝒅𝜽 (∵ sin𝟐𝜽 = 𝟐sin𝜽cos𝜽)

=𝒓𝟒  
𝟎

𝝅
sin𝟐𝝓

𝟏

𝟐
𝒅𝝓 (𝟐𝜽 = 𝝓とした)

= 2𝒓𝟒  
𝟎

𝝅/2
sin𝟐𝝓

𝟏

𝟐
𝒅𝝓

= 𝒓𝟒  
𝟎

𝝅/2 𝟏

𝟐
(sin𝟐𝝓+ cos𝟐𝝓) 𝒅𝝓

=
𝟏

𝟐
𝒓𝟒  

𝟎

𝝅/2
𝒅𝝓

=
𝝅𝒓𝟒

𝟒

♠
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F

F/2
F/2 理解のポイントは本当に

「切った」絵を書くこと。

F/2F/2

F

F/2

M

M

F/2

図2.3.3 棒のたわみ

外力を考える。
他方が縮んでいれば伸びようとする。

R

z

ℓ+Δℓ

ℓ

点線：中立層
太線：注目層

dS：z~z+dz間の断面の面積

拡大図

断面図

dS

𝒅𝜽

図2.3.2 棒の曲げ
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y'' y''

2.3.3 数学的補足 ♠

(2.3.19)

(2.3.20)

(2.3.21)

(2.3.22)

(2.3.23)

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)

(2.3.27)

(2.3.28)

(2.3.29)

(2.3.30)

(2.3.31)
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この角度が（2.24）のΦ

この長さがrθ

～ℓ

r～r+drの円環部分

（１．１） 式 ma= -kx 参照

（1.2.1） 式 ω=√(k/m) 参照

ℓ、a,Gをとωとの関係を考えてみよう。

<<第6講終わり>>

2.3.4 ねじれ

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)

(2.3.35)

(2.3.36)

(2.3.37)

(2.3.38)

図2.3.4 棒のねじれ
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例題6-1 右の写真に関して論ぜよ。
（解答例） 弾性体のモデルとして考える。

棒の長さlおもりをそれぞれm/2とした時の釣り合いの式、
力のモーメントの釣り合いを以下に図示する。

右の図で力のモーメントの釣り合いは
𝑙

2
𝐹 = (

𝑙

2
+ 𝑥) ∙

𝐹

2
+𝑀

棒についてのたわみは𝑦 =
𝑚𝑔𝑙3

16𝜋𝑟4𝐸
でなので適当なパラメータを代

入してたわみが計算できる。

𝑙 = 2m 𝑟 = 0.01m 𝑚 = 200kg、𝐸 = 20 × 1010N ∙ m−2

を代入して、

𝑦 =
200×9.8×23

16×𝜋×(0.01)4×20×1010
= 0.2m を得る。

例題6-2

（解答例）



• 例題6-3 体操の鉄棒の材質について以下の写真を見て考察せよ。

– (解答例) 丸い棒のたわみは
𝐹𝑙3

16𝜋𝑟4𝐸
で表される。
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𝑓

𝑓

ℎ

𝑚

𝑚

𝑣

回転によって棒にかかる力の増加分 𝑓 を考える。

回転運動なので、

𝑓 = 𝑚  𝑥 = 𝑚
 𝑥2

𝑟

重量エネルギーをすべて運動エネルギーに変換して
いるとすると、

𝑚𝑔2h =
1

2
𝑚  𝑥2

よって 𝑚
 𝑥2

𝑟
= 4𝑚𝑔

運動方程式に代入して、

𝑓 = 𝑚
 𝑥2

𝑟
= 4𝑚𝑔

𝐹＝𝑓 + 𝑚𝑔 = 5𝑚𝑔 これをたわみの式に代入、ヤン
グ率を求める。

𝐸＝
𝐹𝑙3

16𝜋𝑟4𝑦

ここで、𝑙

は鉄棒の長さ、 𝑟は鉄棒の半径 𝑦はたわみである。

http://www.google.co.jp/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&docid=KNZ8r4IwEMDHiM&tbnid=uum6AJOwc1LhCM:&ved=0CAUQjRw&url=http://www.yomiuri.co.jp/photonews/sports/article.htm?ge=642&id=128444&ei=NSKDUq7TJcqtkAXBlYCABg&bvm=bv.56343320,d.dGI&psig=AFQjCNHyXNkaNnawu7Kt5jtFe_VCLwAO2A&ust=1384412024751906
http://www.google.co.jp/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&docid=KNZ8r4IwEMDHiM&tbnid=uum6AJOwc1LhCM:&ved=0CAUQjRw&url=http://www.yomiuri.co.jp/photonews/sports/article.htm?ge=642&id=128444&ei=NSKDUq7TJcqtkAXBlYCABg&bvm=bv.56343320,d.dGI&psig=AFQjCNHyXNkaNnawu7Kt5jtFe_VCLwAO2A&ust=1384412024751906
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弾性率の次元が単位体積あたりのエネ
ルギーとなっていることを確認しよう。

<<第7講>>

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

一般に仕事 ∆W = 𝐹∆𝑥

♠弾性エネルギーとばねのエネルギー
ばね定数𝒌のばねが𝒙だけ伸びた時に蓄えられているエネルギーは

1

2
𝑘𝑥2である。

これと(2.4.3)式が等価であることを示そう。

ここの𝑥は「伸び」なので、積分
区間は0から∆ℓ
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(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

u u+Δu

x

x x+Δx

図2.5.1 棒を伝わる縦波のモデル図
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ヤング率によるひずみ＋ポアソン比による歪み

進行方向と垂直方向の応力の比を考える

(2.5.4)

(2.5.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

(2.5.8)

(2.5.9)

(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)
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(2.5.13)

(2.5.14)

(2.5.15)

u x
x

図2.5.2 棒を伝わる横波のモデル図

S

Fx+⊿x

Fx

Δx

2.5.3 固体を伝わる横波

座標𝒙での横方向の変位を𝒖、 𝒙 + ∆𝒙での変位を𝒖 + ∆𝒖とする。弾性率の定義
より、応力は

Δu



• 例題7-1 地震波の速度を論ぜよ
(解答例)
花崗岩の弾性率（～ヤング率） 10～100GPa程度 ポアソン比～0.25
マントルの密度 𝜌 = 3g cm−3 程度を用いて考える。

– 第一近似として 棒を伝わる縦波𝑣0として計算してみよう。

100GPa=100 × 109Nm−2~1011kg m 𝑠−2m−2~1011kg 𝑠−2m−1

𝜌 = 3g cm−3 = 3 × 10−3kg cm−3 = 3 × 10−3 × 106kg m−3 = 3 × 103kg m−3

𝑣0 =
𝐸

𝜌
=

1011kg 𝑠−2m−1

3×103kg m−3
= 5.7 × 103m 𝑠−1 = 5.7km/s

– 次に、固体中の縦波、横波として計算する。

体積弾性率 𝑘 =
𝐸

3(1−2𝜎)
=

𝐸

3(1−2×0.25)
=

𝐸

1.5

剛性率 𝐺 =
𝐸

2(1＋𝜎)
=

𝐸

2(1+0.25)
=

𝐸

2.5

縦波 では𝑣𝑝 =
𝑘+

4

3
𝐺

𝜌
=

9

7.5

𝐸

𝜌
= 1.1𝑣0=6.3km/s

横波 では𝑣𝑠 =
𝐺

𝜌
=

1

2.5

𝐸

𝜌
= 0.6𝑣0=3.5km/s

– 実際の地震縦波(p波) ： 7km/s 地震横波(s波) 4km/s 10%くらいの差があるが、単純モデルであることを
考えると、オーダーがあっている。
p派とs派の比はほぼ再現している。
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• 弾性体 まとめ地図

できて欲しいこと

日本語⇔数式の変換
それぞれの次元の確認
具体的な数値を入れた計算

断面の形を与えられた
時のIの計算
Rはどうでもよい。

この式を与えられた時に、具体的
に数値を入れた計算

日本語⇔数式の変換
それぞれの次元の確認 2.19、2.22、2.20

⇒2.23 の導出

釣り合いの絵がかけること。
応力・圧力・張力の概念

>

固体中の縦波、横波の導出、（2.5.12）(2.5.15)を与えられた時に下記大小を示す。
数値計算



E
v

断面長方形 𝒇 𝟎 = −
𝒎𝒈𝒍𝟑

𝟒𝒂𝟑𝒃𝑬
(2.3.15)

断面円 𝒇 𝟎 = −
𝒎𝒈𝒍𝟑

𝟏𝟔𝝅𝒓𝟒𝑬
(2.3.18)

たわみ

(2.3.5)
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直感的には当たり
前のこと。

2.8 章で定義からやる

(2.6.1)

2.6 流体

流体：気体および液体
圧縮性流体（気体）：体積が変わる
非圧縮性流体（液体）：体積が変わらない

静止流体では、法線応力のみが働く(2.6.1節)
速度差のある、並んで流れる流体では接線応力が働く(2.8節)。→ 粘性
完全流体：粘性のない流体。

（教科書80ページ～）

2.6.1 静止流体の圧力

静止流体中で図2.6.1の三角錐を考える。
面ABCに垂直な外向き単位ベクトルを𝒏 = 𝒏𝒙, 𝒏𝒚, 𝒏𝒛 とする。

x,y,z方向の釣り合いを考えると

𝒑𝒙𝑺𝒙 = 𝒑𝑺𝒏𝒙 = 𝒑𝑺𝒙 (2.6.1)
𝒑𝒚𝑺𝒚 = 𝒑𝑺𝒏𝒚 = 𝒑𝑺𝒚 (2.6.2)

𝒑𝒛𝑺𝒛 = 𝒑𝑺𝒏𝒛 + 𝝆𝑽𝒈 = 𝒑S𝒛 + 𝝆𝑽𝒈 = 𝒑S𝒛 (V→0) (2.6.3)

∴ 𝒑𝒙=𝒑𝒚=𝒑𝒛=𝒑 →静止流体中ではどの方向の圧力も等しい。

O

x

y

z

p2

図2.6.1 静止流体の圧力

p1

p3

p

A
B

C
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底

S

2.6.2 流体中の圧力の深さ依存

流体中に密度ρ、底面積Sの直方体を考える。
zでの圧力をp(z)とする。

z方向の力の釣り合いを考えて
𝒑 𝒛𝟏 𝑺 + 𝝆𝑺𝒉𝒈 = 𝑺𝒑 𝒛𝟐 (2.6.4)
𝒉 = 𝒛𝟏 − 𝒛𝟐 (2.6.5)

よって
𝒑 𝒛𝟏 + 𝝆𝒈𝒛𝟏 = 𝒑 𝒛𝟐 + 𝝆𝒈𝒛𝟐 = 𝒑 𝒛 + 𝝆𝒈z = const (2.6.6)

液面(z=0)での圧力を𝒑𝟎とすると、

𝒑 𝒛 = 𝒑𝟎 − 𝝆𝒈z (2.6.7)
を得る。

z1

z

0

z2

流体

S 

図2.6.2 流体中の圧力の深さ依存

2.6.3 パスカルの原理

密閉した容器中の流体の一点で圧力を増すと他のすべての点での圧力が増加する。

図で z=z0で断面積Sに力Fを加える。

𝒑(𝒛𝟎) = 𝑭/𝑺 (2.6.8)

(2.6.7)式を使って、

𝒑(𝒛) =
𝑭

𝑺
− 𝝆𝒈𝒛 (2.6.9)

力𝑭を𝑭 + ∆𝑭に増加した時の圧力𝒑’は

𝒑’(𝒛) =
(𝑭+∆𝑭)

𝑺
− 𝝆𝒈𝒛 = 𝒑 𝒛 +

∆𝑭

S

となり、圧力の増加分は深さに寄らない。

S

F
z

0

図2.6.3 パスカルの原理
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2.6.4 アルキメデスの原理

物体の全部または一部が液中にある時、液面以下の部分の体積の重量に等しい浮力が働く。

（説明） 液中にある物体は圧力を受ける。
圧力による力は表面の形が等しければ等しい。

物体のかわりに流体があることを考える。
つり合いを考えると、

F=ρVg となり、アルキメデスの原理が示される。

流体

図2.6.4 アルキメデスの原理



2.6.5 気圧の高度依存

地上の空気が理想気体でTが一定を仮定

𝒑𝑽 = 𝒏𝑹𝑻 (2.6.10)

および
𝛒 = 𝑴/𝑽 ∝ 𝒏/𝑽 （2.6.11）

より
𝝆

𝒑
=

𝝆𝟎

𝒑𝟎
= const (2.6.12)

𝒛 + 𝒅𝒛での圧力を𝒑 + 𝒅𝒑 とする。(2.6.6)より、

𝒑 + 𝒅𝒑 + 𝝆𝒈 𝒛 + dz = 𝒑 + 𝝆𝒈𝒛 (2.6.13）

∴ 𝒅𝒑 = −𝝆𝒈 𝒅𝒛 (2.6.14)

(2.6.12)と合わせて、

𝒅𝒑 = −
𝝆𝟎

𝒑𝟎
𝒑𝒈 𝒅𝒛 (2.6.15)

∴
𝒅𝒑

𝒑
= −

𝝆𝟎

𝒑𝟎
𝒈 𝒅𝒛 (2.6.16)

0からzまで積分して、

 
𝒑𝟎

𝒑 𝒅𝒑

𝒑
= − 

𝟎

𝒛 𝝆𝟎

𝒑𝟎
𝒈 𝒅𝒛 (2.6.17)

log
𝒑

𝒑𝟎
= −

𝝆𝟎𝒈

𝒑𝟎
𝒛 (2.6.18)

∴
𝒑

𝒑𝟎
= exp(−

𝝆𝟎𝒈

𝒑𝟎
𝒛) (2.6.19)

よって

𝒑 = 𝒑𝟎exp(−
𝝆𝟎𝒈

𝒑𝟎
𝒛) (2.6.20)
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次元を考えると何が一定に
なるかの感覚がつかめる。

Δtの間にAB（実線）のものがA'B'（破線）に移動した、と考える。
圧力のした仕事はA面で2.7.3左辺第一項
B面で2.108左辺第二項 となる。

左辺：矢印の向きに圧力のした仕事。
右辺：増えた分（B~B'間）の持つ運動＋位置エネルギー –

減った分（A~A'間）の持つ分

A
A'

B
B'

-
VB VA

(2.7.1)

(2.7.2)

(2.7.3)

(2.7.4)

(2.7.5)

2.7.1 ベルヌイの定理

密度ρが一定の完全流体では以下の式が成り立つ
𝟏

𝟐
𝝆𝒗𝟐 + 𝝆𝒈𝒛 + 𝒑 = const (2.7.2)

(説明) A～B間の流体がされる仕事が、運動エネルギーと位置エネルギーの和の変化
に相当する。

𝒑𝑨𝑺𝑨𝒗𝑨∆𝒕 − 𝒑𝑩𝑺𝑩𝒗𝑩∆𝒕

=
𝟏

𝟐
𝝆𝑩𝑽𝑩𝒗

𝟐 + 𝑽𝑩𝝆𝑩𝒈𝒛𝑩 −
𝟏

𝟐
𝝆𝑨𝑽𝑨𝒗

𝟐 + 𝑽𝑨𝝆𝑨𝒈𝒛𝑨 (2.7.3)

𝑽𝑨 = 𝑺𝑨𝒗𝑨∆𝒕 より

図2.7.1 ベルヌイの定理



• 例題8-1 水中での圧力を論ぜよ
– 水深100mでの圧力は 2.6.7 式にz=-100mを代入して、

𝒑 𝒛 = 𝒑𝟎 − 𝝆𝒈z=𝒑𝟎 + 10𝟑kg m−3𝒈100m = 𝒑𝟎 + 10𝟓kg m−𝟐𝒈

大気圧が 1kg cm−𝟐= 10𝟒kg m−𝟐であることを考えると、𝒑𝟎 = 10 𝒈 Nｍ−2

よって𝒑 100m = 11𝒑𝟎 となり、大気圧の11倍の圧力がかかることが分かる。

直感的には、「1cm角の上にのっかっている水の重さ」を考えればよい。
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<<第10講>>

ベルヌイの定理から。

既知量：SA,SB,PA,PB

h

(2.7.6)

(2.7.7)

(2.7.8)

(2.7.9)

(2.7.10)

(2.7.11)

(2.7.12)

図2.7.2 トリチェリの定理

図2.7.3 ベンチュリ管

PB PA

SA
SB
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PB

PA

流れに垂直に圧力を測定すると、
「風圧」を感じるこれから風量を測
定可能。 (2.7.13)

(2.7.14)

図2.7.4 ピトー管 図2.7.5 揚力



2.8 粘性流体

流体は粘性を持つ。接線応力が流体の速度勾配に比例し、

𝒇 = 𝜼
𝝏𝒗

𝝏𝒚
(2.8.1)

とあらわされる。𝜼を粘性率と言い、単位は[N・m-2・s]。

♠粘性流体の従う方程式をナビエスト-クスの方程式という。
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更には流量も決まる。

r～drで働く力の積分値

r

rで働く力の積分値

dr
l

p2p1

(2.8.2)

(2.8.3)
(2.8.4)

(2.8.5)

(2.8.6)

物質のη [Pa・s]

空気 2×10^-5

水 1×10^-3

グリセリン 1.5



(2.8.12)

(2.8.13)
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積分

(2.8.7)

(2.8.8)

(2.8.9)

(2.8.10)

(2.8.11)
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2.8.14式をmgとつりあわ
せることで、雨の終端速度
を計算可能

(2.8.14)

(2.8.15)

(2.8.16)



物理学C2 講義メモ 64

• 流体 まとめ地図

できて欲しいこと

日本語⇒絵を書く⇒運動方程式
それぞれの次元の確認
式を暗記する必要はなし

ベルヌーイの定理

トリチェリの定理

ベンチュリ管

ピトー管

ベルヌーイの定理の応用3部作
日本語⇒絵を書く
定理からの導出
具体的な数値を代入

粘性の式

連続の式
いたるところで使う。
この式は覚えておこう。

ハーゲンポアズイユの法則 日本語⇒絵を書く
運動方程式を立てる
具体的な数値を代入

(2.7.1)

(2.7.2)

(2.7.6)

(2.7.7) (2.7.11)

(2.7.12)

(2.7.14)

(2.8.1)

(2.8.13)
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化学で散々出てきた式

Rの次元を考えてみよう。下
の単位と合うか？

第３章 熱力学

3.1 ボイル・シャルルの法則と状態方程式

経験的温度：水の融点を0℃、沸点を100℃とした。（1気圧）
絶対零度：0K（ケルビン）＝-273.15℃

R気体定数 8.31J/mol・K

（3.1.1）

（3.1.2）
今日の講義を聞くと、「温度=分子の
運動」 という概念がわかる。はず。

（3.1.3）

（3.1.4）
（3.1.5）

（3.1.6）



物理学C2 講義メモ 66

kの次元はケルビンが残る。
kTの次元がエネルギーとなる。

（3.1.7）

（3.1.8）
（3.1.9）

熱平衡：2つ以上の物体を接触させた時、状態が変わらくなった時熱
平衡状態にあるという。
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𝑥

𝑚𝑣𝑥

−𝑚𝑣𝑥

𝐿

図3.2.1 気体分子運動論

（3.2.1）

（3.2.2）

（3.2.3）

（3.2.4）

（3.2.5）

（3.2.6）
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ここの比較が重要。

「気体分子運動論」の要となる概念

（3.2.7）

（3.2.8）

（3.2.9）

（3.2.10）

（3.2.11）

（3.2.12）

（3.2.13）

（3.2.14）

（3.2.15）
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v 図3.2.2 MAXWELL分布

速度vを持つ分布関数に関して

𝒇 𝒗 = 𝒇𝟏(𝒗𝒙)𝒇𝟏(𝒗𝒚)𝒇𝟏(𝒗𝒛) (3.2.17)

となる。(3.2.8)および （3.2.17) 式から、Maxwellは速度分布関数を求めた。

（3.2.16）

3.2.15と一致。

（3.2.18）

（3.2.19）

（3.2.20）

（3.2.21）

（3.2.22）

体積の積分をdxdydzか
ら球殻に変えた

熱平衡：2つ以上の物体を接触させた時、状態が変わらくなった時熱
平衡状態にあるという。
熱平衡状態に理想気体では分子の速度分布はMaxwell分布に従う。
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MAXWELL分布の例

dN/N

v

T=1

T=2

dvveA
N

dN TCv

T
B 2)/(2/3 2

)( 

に関して、A=B=C=1として、Tとvの関係を
見た。
vがあるところに分布のピークをもつ
Tが大きくなるとピークは大きい方に移動
する。

図3.2.2 MAXWELL分布



• 例題11-1 気体の状態方程式に適当な値を代入して、気体定数𝑹を求めよ。

– 1モルの理想気体は1気圧、摂氏0度でで22.4リットルである。

• 例題11-2 気体分子の運動速度を論ぜよ

– 3.2.15式より、
𝟏

𝟐
𝒎𝒗2 ＝

𝟑

𝟐

𝑹

𝑵𝑨
𝑻 より、 𝒗2 ＝

𝟑𝑹T

𝒎𝑵𝑨

300K の水素分子については 𝒗2 ＝
𝟑×8.31×300

0.002
= 𝟐 × 10𝟑m/s

280K の窒素分子については 𝒗2 ＝
𝟑×8.31×280

0.028
= 𝟓 × 10𝟐m/s
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3.3 熱力学第一法則
3.3.1 熱力学第一法則

「系に熱量𝑸と仕事𝑾 を加えると内部エネルギーが𝑾+𝑸 増加する。」

∆𝑼 ≡ 𝑼𝟐 − 𝑼𝟏 = 𝑾+𝑸 (3.3.1)

内部エネルギー：系の持つエネルギーから、運動、位置エネルギーを引いたもの
∆𝑼：内部エネルギーの増加分
𝑼𝟐：終状態での内部エネルギー
𝑼𝟏：始状態での内部エネルギー

3.3.2 状態量
「系の状態だけで決まる量」

圧力、温度、体積、内部エネルギー ： 状態量
仕事、熱量：状態量でない。 （外部とのやり取りするもの）

仕事、熱量は状態量でないが、組み合わせで状態量となりうる。（3.3.1）式
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熱力学第一法則

Ｑ，Ｕ，Ｗの定義をしっかり把握し
て進もう。



3.3.3準静的過程

「温度、体積、圧力などの変化を熱平衡を保ちながらゆっくりと行う過程」

（例） 気体の圧縮・膨張
断面積𝑺のシリンダーに圧力𝑷の気体を入れる。
∆𝒙だけ圧縮する時に、外から気体にする仕事は

∆𝑾＝𝑭∆𝒙＝𝑷𝑺∆𝒙 = −𝑷∆𝑽 (3.3.2)

収縮時：系になされる仕事は正
膨張時：系になされる仕事は負

3.3.4 微小過程についての第一法則

(3.3.2)式は微分形で書くこともできて

𝜹𝑾＝− 𝑷𝒅𝑽 (3.3.3)

とあらわせる。
𝒅で状態量の微小変化
𝜹で非状態量の微小変化 を表す。

（3.3.1）は

𝒅𝑼 = 𝜹𝑾+ 𝜹𝑸＝− 𝑷𝒅𝑽 + 𝜹𝑸 (3.3.4)

ともあらわせる。
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𝑆

𝒙

𝑭

図3.3.1 気体の圧縮と仕事



3.3.5 一般的な状態変化での仕事

気体のされる仕事を、𝑷 − 𝑽図で考える。（変化のさせ方はいろいろ取れる。 ）

(3.3.3)式より、微小部分の仕事は−𝑷𝒅𝑽 （： 図の斜線部）

𝑾 =  𝜹𝑾 = − 
𝑽𝟏

𝑽𝟐𝑷𝒅𝑽 (3.3.5)

（状態1から状態2への変化は曲線とV軸とで囲まれた面積になる。）

この面積は曲線の形でいろいろ決まる。よって、仕事Wは状態量でない。

3.3.6 気体の内部エネルギーと温度

(3.25）式より1モルの理想気体の内部エネルギーは

𝑼＝𝑵𝑨
𝟏

𝟐
𝒎𝒗𝟐 =

𝟑

𝟐
𝑹𝑻 (3.3.5)

とあらわされ、Tのみであらわすことができる。
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p-V図

V

p v1,p1

v2,p2

図3.3.2 P-V 図と仕事

♠



3.4 比熱と熱サイクル
3.4.1 比熱

熱容量𝑪：ある物体の温度を1K上げるのに必要な熱量（エネルギー）。

𝑪 = 𝜹𝑸/𝒅𝑻 (3.4.1)

比熱𝒄：単位量（質量やモル）の物質の熱容量。

𝒄 = 𝜹𝑸/𝒅𝑻 (3.4.2)

(3.4.2)は単位量の物質について成立。
以下、特記しない限り、単位量の物質について議論する。

3.4.2 内部エネルギーの微分表記

状態方程式によって、P,V,Tのうちで独立なものは2つ。

𝑼 = 𝑼(𝑻, 𝑽) (3.4.3)

とする。微分の定義から
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♠

(3.4.4)

(3.4.5)



3.4 比熱と熱サイクル
3.4.3 等積比熱 𝒄𝒗

「体積を一定にした時の比熱」

(3.3.4)式に𝒅𝑽 = 𝟎を適用

𝜹𝑸 = 𝒅𝑼 (3.4.6)

𝒄𝒗=𝜹𝑸/𝒅𝑻= 𝒅𝑼/𝒅𝑻 𝑽 (3.4.7)

添字VはVを一定にしていることを示す。
𝑼がTのみの関数であることから、一般化して、

𝒅𝑼＝𝒄𝒗𝒅𝑻 (3.4.7')
とかける。

3.4.4 等圧比熱 𝒄𝒑

「圧力を一定にした時の比熱」

（3.25）式などより、理想気体では、UはTだけの関数なので、 (3.4.7)より

𝒅𝑼 = 𝒄𝒗𝒅𝑻 (3.4.8)

(3.3.4)式より、

𝜹𝑸 = 𝒅𝑼＋𝒑𝒅𝑽 = 𝒄𝒗 𝒅𝑻＋𝒑𝒅𝑽 (3.4.9)

圧力一定では

𝒄𝒑＝
𝜹𝑸

𝒅𝑻 𝒑
= 𝒄𝒗 ＋𝒑

𝝏𝑽

𝝏𝑻 𝑷
(3.4.10)

状態方程式より、
𝝏𝑽

𝝏𝑻 𝑷
=

𝑹

𝑷
(3.4.11)

故に

𝒄𝒑=𝒄𝑽＋𝑹 (3.4.12)

一般にcp > cvで

𝛄 ≡ 𝒄𝑷/𝒄𝑽 (3.4.13)

を気体の比熱比という
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図3.4.1

p-V図

V

p

等温曲線

断熱曲線

一般に断熱過程の方が傾きが急に
なる。3.4.14と3.4.13をp=Vαの形に
して、微分するとわかる。

（3.38、3.43より）

3.4.5 等温過程

「温度を一定にして膨張・圧縮させる」

理想気体では、

𝑷𝑽 = const (3.4.14)
𝑷 ∝ 𝑽−1 (3.4.15)

3.4.6 断熱過程

「外界と熱のやり取りをせず膨張・圧縮させる」
理想気体では

𝑷𝑽𝜸 = const (3.4.16)
𝛄 ≡ 𝒄𝑷/𝒄𝑽 (3.4.13)
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（3.38、3.43より）

(3.4.16)式の導出 （1モルの理想気体を考える）

断熱過程なので 𝜹𝑸 =0 (3.4.17)
(3.3.4)と(3.4.7) から 𝜹𝑸 = 𝒅𝑼 − 𝜹𝑾＝𝒄𝒗𝒅𝑻 + 𝑷𝒅𝑽 (3.4.18)

よって 𝒅𝑻＝ −
𝑷

𝒄𝒗
𝒅𝑽 (3.4.19)

状態方程式と合わせて

𝒅 𝑷𝑽 ＝𝑷𝒅𝑽＋𝑽𝒅𝑷＝𝑹𝒅𝑻 = −
𝑹𝑷

𝒄𝒗
𝒅𝑽 (3.4.20)

変形して
𝑪𝒗＋𝑹

𝒄𝒗

𝒅𝑽

𝑽
＋

𝒅𝑷

𝑷
＝𝜸

𝒅𝑽

𝑽
＋

𝒅𝑷

𝑷
= 𝟎 (3.4.21)

積分して 𝜸log𝑽＋log𝑷 = log𝑽𝜸 + log𝑷 = log𝑷𝑽𝜸＝const (3.4.22)

よって(3.4.16)を得る。

<<第12講終わり>>



• 例題12-1
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3,37などから

3.4.7 カルノーサイクル

等温過程と断熱過程の組み合わせでサイクルを作る。
熱 → 仕事の変換。 この効率を議論する。
1モルの気体、熱源 T1,T2 (T1>T2)

Q：気体に与えた熱量
W：気体に与えた仕事
U：気体の内部エネルギー

A → B（等温過程）

∆𝑼＝𝑸𝟏＋𝑾𝟏 =0 (3.4.23)

𝑾𝟏 = − 
𝑽𝑨

𝑽𝑩𝑷𝒅𝑽 = −  
𝑽𝑨

𝑽𝑩 𝑹𝑻𝟏

𝑽
𝒅𝑽＝− 𝑹𝑻𝟏log𝑽𝑩/𝑽𝑨 (3.4.24)

よって
𝑸𝟏＝−𝑾𝟏 = 𝑹𝑻𝟏log𝑽𝑩/𝑽𝑨 (3.4.25)

B → C（断熱過程）
(3.4.16) より 𝑷＝𝒂𝑽−𝜸 (3.4.26)

𝑾𝟐 = − 
𝑽𝑩

𝑽𝑪𝑷𝒅𝑽 = −  
𝑽𝑩

𝑽𝑪 𝒂𝑽−𝜸𝒅𝑽 = −
𝒂

1−𝜸
(𝑽1−𝜸𝑪 − 𝑽1−𝜸𝑩 )

=−
𝟏

1−𝜸
𝑷𝑪𝑽𝑪 − 𝑷𝑩𝑽𝑩 = −

𝑹

𝜸−1
(𝑻𝟏 − 𝑻𝟐) (3.4.27)

𝑸𝟐 =0 (3.4.26)

C → D（等温過程）

𝑾𝟑 = −𝑹𝑻𝟐log(𝑽𝑫/𝑽𝑪) = −𝑹𝑻𝟐log(𝑽𝑩/𝑽𝑨) (3.4.27)
よって

𝑸𝟑＝−𝑾𝟑 = −𝑹𝑻𝟐log𝑽𝑩/𝑽𝑨 (3.4.28)

但し、断熱過程でなりたつ式

𝑻𝟏𝑽𝑨
𝜸−1＝𝑻𝟐𝑽𝑫

𝜸−1 (3.4.29)

𝑻𝟏𝑽𝑩
𝜸−1＝𝑻𝟐𝑽𝑪

𝜸−1 (3.4.29)

から得られる
𝑽𝑩

𝑽𝑨
=

𝑽𝑪

𝑽𝑫
(3.4.30)

を用いた。

D → C（断熱過程）

𝑾𝟒 =
𝑹

𝜸−1
(𝑻𝟏 − 𝑻𝟐) (3.4.31)

𝑸𝟒 =0 (3.4.32)

<<第13講>>
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<<第13講終わり>>

図3.4.2

カルノーサイクルのp-V図

V

p 等温T1

断熱

A

B

C

D

等温 T2

断熱

以上より
1サイクルで気体のされる仕事Wは

𝑾＝𝑾𝟏＋𝑾𝟐＋𝑾𝟑＋𝑾𝟒 = −𝑹(𝑻𝟏 − 𝑻𝟐)log𝑽𝑩/𝑽𝑨 (3.4.33)

絶対値をとることで気体のした仕事と考えることができる。
気体に与えた熱量は𝑸𝟏なので効率は

𝑾

𝑸𝟏
=

𝑻𝟏−𝑻𝟐

𝑻𝟏
(3.4.34)

T2>０である限り、受け取った熱量Q1のすべてを仕事に変換することはできない。
熱機関の効率＜100%

さまざまな機関の熱効率の例
蒸気機関 10～20%
ガソリン機関 20～30%
ガスタービン 20～40%
ディーゼル機関 30～40%



• 例題12-1
カルノーサイクルの熱効率について論ぜよ。

（解答例）カルノーサイクルの熱効率は
𝑾

𝑸𝟏
=

𝑻𝟏−𝑻𝟐

𝑻𝟏

T2として現実的な300Kを仮定した時の検出効率のT1依存を右に示す。

T2=600Kの時効率0.5となる。

物理学C2 講義メモ 82

図3.4.3

T1を横軸 T2=300K とした時の

カルノーサイクルの効率
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<<第14講>>

3.5 熱力学第二法則・エントロピー
3.5.1 熱力学の第二法則

不可逆過程 ：一方通行の過程：外部に何の変化も残さずに逆行させることはできない。
熱現象には不可逆なものが多い。
例 温度の異なる気体や液体の混合

運動する物体の摩擦による停止

一般に準静的過程（ゆっくりと・熱平衡を保ちながら）では可逆。
カルノーサイクルは可逆

熱力学の第二法則

クラウジウスの表現[C]：他に何らかの変化も残さず、熱を低温から高温に移せない。

トムソンの表現[T]：他に何らかの変化も残さず、1つの熱源からとった熱を全部仕事に変える
ことはできない。

プランクの表現♠：摩擦により熱が発生する現象は不可逆。

[C]と[T]は等価である。（ [T]⇒[C] かつ[C]⇒[T] ）
[C]が成り立たなければ[T]が成り立たない。（[T]⇒[C]の対偶）。

[T]が成り立たなければ[C]が成り立たない。（[C]⇒[T]の対偶）。
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(3.5.1)

(3.5.2)

カルノーの定理

熱機関の効率

𝜼 =
𝑾

𝑸𝟏
≤ 𝜼𝟎 =

𝑻𝟏−𝑻𝟐

𝑻𝟏
(3.5.1)

ここで𝜼𝟎はカルノーサイクルの効率。可逆過程の時に等号成立。

クラウジウスの定理： 熱力学第二法則の定式化

可逆過程では、(3.4.25)と(3.4.28)より

𝑸𝟏

𝑻𝟏
+

𝑸𝟐

𝑻𝟐
= 𝟎 (3.5.2)

（Qは、これまで同様気体に熱を与えた場合を正ととる。）
一般化して、

 i=1
𝒏 𝑸𝒊

𝑻𝒊
 
= 0 (可逆)

< 0 (不可逆)
(3.5.3)

さらに連続化して、

 
𝜹𝑸

𝑻
 
= 0 (可逆)

< 0 (不可逆)
(3.5.４)

T1

T2

C

Q1

Q2

図3.5.1

熱機関での温度、熱の定義
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(3.5.1)

クラウジウスの定理が熱力学第二法則の定式化であることの説明

図3.5.2 のような機関を考える。
サイクルC ： もらった熱量 𝑸𝒊 された仕事W

サイクルなので、  𝑸𝒊 +W = 𝟎 (3.5.5)

可逆サイクルCi：もらった熱量 𝑸’𝒊 - 𝑸𝒊 された仕事W𝒊

サイクルなので、 𝑸’𝒊 − 𝑸𝒊＋𝑾𝒊 = 𝟎 (3.5.6)

全体を考えると  𝑸’𝒊 + (W＋ 𝑾𝒊) = 𝟎 （3.5.7）

サイクルから取り出せる仕事は

− W＋ 𝑾𝒊 =  𝑸’𝒊 （3.7.8）

ここで 𝑸’𝒊＞𝟎 だと熱を受けてすべて仕事に変換したことになる。

熱力学第二法則を考えると、
 𝑸’𝒊 ≤ 𝟎 （3.5.9）

Cを可逆として、逆サイクルを考えると
 𝑸’𝒊 ≥ 𝟎 （3.5.10）

よって  𝑸’𝒊＝𝟎 （3.5.11）

Cが不可逆では  𝑸’𝒊＜𝟎 （3.5.12）

T

T1

C1

Q’1

Q1

図3.5.2

クラウジウスの定理

-W1

C

Q1

T2

C2

Q’2

Q2

-W2

Q2

-W



(3.5.1)

Ciは可逆サイクルなので、（3.5.2）より

𝑸’𝒊

𝑻
+

−𝑸𝒊

𝑻𝒊
= 𝟎 (3.5.13)

よって
𝑸’𝒊

𝑻
=

𝑸𝒊

𝑻𝒊
(3.5.14)

 
𝑸’𝒊

𝑻
=  

𝑸𝒊

𝑻𝒊
（3.5.15）

Cが可逆サイクルでは（3.5.11）及び（3.5.12）より、

 i=1
𝒏 𝑸𝒊

𝑻𝒊
 
= 0 (可逆)

< 0 (不可逆)
（3.5.3）

を得る。
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エントロピーS（不可逆過程の方向を決めるパラメータ）
閉じた系で不可逆過程が起きるとエントロピーは増大する。

=不可逆過程はエントロピーが増大する方向に進む。

状態iからfへの変化でのエントロピーの変化を

∆𝑺 = 𝑺 𝒇 − 𝑺 𝒊 ＝ 
𝒊

𝒇 𝜹𝑸

𝑻
（3.5.16）

と定義する。
この値は、可逆過程ならば経路に依存しない。 → エントロピーは状態量。

3.5.2 エントロピー

(3.5.17)

(3.5.18)

♠

3.5.2なども参考に。
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エントロピーの計算
エントロピーの微分形は

𝒅𝑺 =
𝜹𝑸

𝑻
（3.5.19）

なので、（3.3.4）式より

𝒅𝑺 =
𝒅𝑼＋𝑷𝒅𝑽

𝑻
（3.5.20）

理想気体では（3.4.9）式から

𝜹𝑸 = 𝒅𝑼＋𝒑𝒅𝑽 = 𝒄𝒗 𝒅𝑻＋𝒑𝒅𝑽= = 𝒄𝒗 𝒅𝑻＋
𝑹𝑻

𝑽
𝒅𝑽 (3.5.21)

だから

𝒅𝑺 = 𝒄𝒗
𝒅𝑻

𝑻
＋𝑹

𝒅𝑽

𝑽
（3.5.22）

積分を行って
𝑺 𝑻, 𝑽 = 𝒄𝒗log𝑻＋𝑹log𝑽＋const （3.5.23）

= 𝒄𝒗 log𝑻＋
𝑹

𝒄𝒗
log𝑽 ＋const （3.5.24）

= 𝒄𝒗log𝑻𝑽
𝜸−1＋const （3.5.25）

ここで
𝑹

𝒄𝒗
=

𝒄𝒑−𝒄𝒗

𝒄𝒗
= 𝜸 − 1 （3.5.26）

を使った。
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ある分子がどちらにあるかは、体積の
比で確率が決まる。

ボルツマンの式

意味するとことは：エントロピーはその状態の起き
やすさのlog

エントロピーが増大する。：物理は起きやすい状態
に向かう。 という解釈 になる。

(3.82)と
W=Q=0がなので⊿U=0つまりT 一定 より

(3.5.27)

(3.5.28)

(3.5.29)

(3.5.30)

(3.5.31)

(3.5.32)

エントロピーと確率

真空への膨張（不可逆過程）を考える。（体積𝑽𝑨→𝑽𝑩）
分子数を𝑵として、
コックをあけた膨張の状態確率WAと拡散後の確率WBの比は

ここで、
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不可逆過程でエントロピーがどうなるか考える。

Σであらわされていたものを積分形にした。

エントロピーを計算するには可逆過程を考える必要
がある。

不可逆過程でエントロピーが増大していることを確認する。

<<第14講終わり>>

(3.5.25)

(3.5.26)

(3.5.27)

(3.5.28)

(3.5.29)

(3.5.30)

(3.5.31)
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• 熱力学 まとめ地図

できて欲しいこと

定積・低圧比熱

気体分子運動論

熱力学第一法則

𝑃𝑉＝𝑛𝑅𝑇 = 𝑁𝑘𝐵𝑇 (3.1.5)

導出は物理概念として重要。
(3.2.15)を誘導に乗って導出できるように。

𝑘𝐵 = 𝑅/𝑁𝐴 （3.1.7）

等温過程
断熱過程

𝑐 = 𝑑𝑄/𝑑𝑇 （3.4.1）

Q：気体に与えた熱量
W：気体に与えた仕事
U：気体の内部エネルギー

比熱の定義

カルノーサイクルの効率

エントロピー

理想気体でのエントロピー

ボルツマンの式

カルノーサイクルは。
言葉をp-V図にする、式を立てる、
得られた式の評価など、いじり倒せてほしい。

(3.3.1)

𝒅𝑼 = 𝜹𝑾+ 𝜹𝑸＝− 𝑷𝒅𝑽 + 𝜹𝑸 (3.3.4) 𝒄𝒑=𝒄𝑽＋𝑹 (3.4.12)

𝛄 ≡ 𝒄𝑷/𝒄𝑽 (3.4.13)

(3.4.14)

(3.4.16)

(3.4.34)

(3.5.32)

(3.5.25)

(3.5.18)

（3.2.15）

𝜹𝑸 = 𝒄𝑽𝒅𝑻＋𝒑𝒅𝑽 (3.4.9)
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• 補足A

A.1 関連する高校物理

記号 意味 備考

(時間)微分

(時間の）二回微分

exp(x)

運動方程式 𝑚𝑎＝𝐹

フックの法則 𝑘𝑥＝𝐹

運動量 𝑝＝𝑚𝑣

仕事 𝑊＝𝐹𝑥

運動エネルギー 𝐸𝑘＝
1

2
𝑚𝑣2

位置エネルギー 𝐸𝑝＝𝑚𝑔ℎ

外力＝エネルギー変化 𝑊＝∆（𝐸𝑘＋𝐸𝑝）
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A.2 数学公式

オイラーの公式 𝑒𝑖𝑥 = cos𝑥 + 𝑖sin𝑥
加法定理 sin 𝛼 ± 𝛽 = sin𝛼cos𝛽 ± cos𝛼sin𝛽
加法定理 cos 𝛼 ± 𝛽 = cos𝛼cos𝛽 ∓ sin𝛼sin𝛽

tan 𝛼 ± 𝛽 =
tan𝛼±tan𝛽

1∓tan𝛼tan𝛽

和積の公式 sin𝛼 ± sin𝛽 = 2sin
𝛼±𝛽

2
cos

𝛼∓𝛽

2

和積の公式 cos𝛼 + cos𝛽 = 2cos
𝛼+𝛽

2
cos

𝛼−𝛽

2

和積の公式 cos𝛼 − cos𝛽 = 2sin
𝛼+𝛽

2
sin

𝛼−𝛽

2

近似式(𝛼 ≪ 1) sin𝛼~tan𝛼~𝛼 cos𝛼~1

微分、積分（積分定数は省略）
原始関数 導関数
𝑒𝑥 𝑒𝑥
1

𝑥
log𝑥

合成関数の微分
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑔(𝑥)) =

𝑑𝑓(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
ここで 𝑦 = 𝑔(𝑥)

偏微分
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
𝑥は𝜂,𝜉 の関数

積分値

三角関数  0
2𝜋
sin2𝜃𝑑𝜃 =  0

2𝜋
cos2𝜃𝑑𝜃＝𝜋

ガウシアン  −∞
∞
𝑒−

𝑥2

2 𝑑𝑥＝ 2𝜋
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A.3 表記

記号 意味 備考

(時間)微分

(時間の）二回微分

exp(x)


